
国际应用数学进展                                                                          2021 年第 3 卷第 1 期
Advances in International Applied Mathematics                                                     http://aam.oajrc.org/ 

 - 5 - 

一类具有泄漏时滞的 BAM 神经网络间的渐近接近 
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【摘要】本文研究一类具有泄漏时滞的双向联想记忆（BAM）神经网络的渐近接近问题。首先，通过

适当的等价转换，将神经网络系统转换为中立型时滞系统。然后，利用合适的 Lyapunov 泛函和不等式方法，

得到了时变输入系统的任意解之间渐近接近、以及此系统的解渐近接近其相应的常输入系统平衡解的判别

准则。本文所得结论在一定程度上推广了 Gopalsamy 在 Journal of Mathematical analysis and Applications 
[325(2007):1117-1132]上的研究工作。 
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【Abstract】This paper is concerned with the asymptotic approximation of a class of bidirectional associative 
memory (BAM) neural networks with leakage delays. First, the systems are written as neutral delayed systems by a 
proper transformation. Then, by using appropriate Lyapunov functionals and an inequality method, a couple of 
criteria are obtained, which can guarantee the interior asymptotic behaviors of our BAM neural network with 
time-varying inputs, and the asymptotic behaviors between the BAM neural network and its corresponding one 
with constant inputs. The present results we obtained generalize to some extent the works published in the Journal 
of Mathematical analysis and Applications [(325) 2007: 1117--1132]. 
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1 引言 
不同的应用领域催生了各式各样的神经网络数

学模型。比如，kosko 于 1987 年提出的双向联想记

忆（BAM）神经网络模型[1]，该网络被广泛应用于

诸如图像信号处理、模式识别、自动控制、联想记

忆、最优化问题等方面[2-4]。因此，几十年来，BAM
网络一直受到研究者的极大关注[2-7]。另外，当双向

联想记忆神经网络被用于解决优化问题时，人们期

望该网络具有唯一的平衡点，且平衡点是渐近稳定

或指数稳定的。BAM 网络对稳定性的要求引起了众

多研究者的极大兴趣，并为此做出了大量的工作，

如[4-6]及它们相关的文献。 
这里，需要特别强调的是，文[5]率先在 BAM

神经网络中引入了泄漏时滞[8]，使传统的 BAM 网络

模型具有更好的适应性.然而，我们注意到，文[5]

（还有上述提及的文献）考虑的是关于具有常输入

的 BAM 网络的稳定性，这激发了我们的思考：是

否可以对具有时变输入的 BAM 网络进行类似的分

析？基于这个想法，本文考虑一类具有泄漏时滞和

时变输入的 BAM 神经网络和其相应的具有常输入

BAM 神经网络的渐近行为，并借鉴文[5,7]的研究方

法，得到了时变输入系统的解之间渐近接近、以及

时变输入系统的解渐近接近于相应的常输入系统平

衡解的充分性判据。 
本文下面的工作主要包括两部分：第一，引入

适当的变换，将所考虑的 BAM 网络写为等价的形

式，以方便后续的研究；第二，推广了文[5]的工作，

考虑了一类更广义的具有泄漏时滞的常输入 BAM
神经网络系统平衡点的存在性，为保证相应的时变

输入 BAM 网络系统渐近接近平衡点提供理论支撑。 
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2 预备知识 
本文考虑如下具有泄漏时滞的常输入 BAM 神经网络 
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以及相应的时变输入神经网络 
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这里， ( )ix t ， ( )jy t 分别表示 t 时刻神经元的状态； ia ， jb 表示神经元负载时间常数和被动衰变率； ija ，

jic 表示第 i 个神经元和第 j 个神经元之间的不滞后连接权值； ijb ， jid 表示第 i 个神经元和第 j 个神经元之间

的滞后连接权值； ( )1
iτ ， ( )2

jτ 表示泄漏时滞； ( )1
iσ ， ( )2

jσ 表示时滞参数； jf 和 ig 表示神经元的激活函数； iI 和

jJ 表示常输入， ( )iI t 和 ( )jJ t 表示时变输入。 
后续工作中，我们总设定，系统(0.1)和(0.2)的激活函数 jf 、 ig 满足下列条件：存在正常数 

1,2, , ,jk j m=， 
和 1,2, , ,il i n=，  使得 
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定义 1[5,9] 设 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , ,
T T

n mx x x x y y y y= =  ，若 ( ),x y 满足 
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则称 ( ),x y 为系统(0.1)的平衡解。 
定义 2[7] 若系统(0.2)的任意两组解 ( ),x y 和 ( ),u v 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )lim , , 0,0
t

x t y t u t v t
→∞

− = ， 

则称系统 (0.2) 的解渐近接近；设 ( ),x y 为系统(0.1)的平衡解，若系统(0.2)的任意解 ( ),x y 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )lim , , 0,0
t

x t y t x y
→∞

− = ， 

则称系统(0.2)渐近接近系统(0.1)的平衡解。 
为了后续的叙述方便，下面我们引入两个注解。 
注解 1 设 ( ),x y 为系统(0.1)的平衡解，即 ( ),x y 满足(0.4)。令 

, .i i ji j ju a x v b y= =  

则(0.4)等价地写为 
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注解 2 设 ( ),x y 为系统(0.1)的平衡解， ( ),x y 和 ( ),x y  是系统(0.2)的任意两组解。做变量替换（参文

[2,5,9]），设 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1,2, , ; 1,2 ,i i i j j ju t x t x t v t y t y t i n j m= − = − = =， 

         (0.5) 

( ) ( ) ( ) ( ), 1,2, , ; 1,2 ,ii i j j jr t x t x w t y t y i n j m= − = − = =，             (0.6) 

则由系统(0.2)得 
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联合系统(0.1)--(0.2)又得 
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以上 
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另外，系统(0.7)和(0.8)可分别改写为下列形式： 
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这样，系统(0.2)的解渐近接近等价于 ( ) ( )( ) ( )lim , 0,0i jt
u t v t

→∞
= ；系统 (0.2)渐近接近系统(0.1)的平衡解等价
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= 。 

3 主要结论 
定理 1 设系统(0.1)的参数满足 
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则系统(0.1)存在唯一的平衡点。 
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对任意 ( ) ( ), , , n mx y u v R R∈ × ，利用条件(0.3)，我们有 
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由于 1A < ，由压缩映射原理，存在唯一的 ( , ) n mu v R R∈ × ，使 ( , ) ( , )u v F u v= 。由预备知识的注解 1 知，

系统(0.1)存在唯一的平衡点 ( ),x y 。证毕。 
定理 2 设系统(0.2)的参数满足 
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则系统(0.2)的解渐近接近。 
证明 由预备知识的注解 2，我们考虑系统(0.10)的解渐近接近 ( )0 0， 。为此，构造如下 Lyapunov 函数： 
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( )1V t 沿着系统(0.10)求导，可得 
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i i i i ij j j it t

j

i ij j j j
j

dV t
u t a u s d s a u t a F v t b F v t

dt

a u t u t a F v t u t b F v t

a u t u s ds a a F v t u s ds

a b F v t

τ

τ τ

σ

σ

σ

−
= = =

= = =

− −
=

=

 
= − − + + − 

 


= − + + −


+ −

− −

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑ ∑

∑∫ ∫

( )( )1
i

m t
it

u s ds
τ−





∑ ∫

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )

1 1

1

22

1 1 1

2

1

2

1

2 2 2

2 2

2 .

i i

i

n m m

i i i ij j j i ij j j j
i j j

mt t
i i i i ij j j it t

j

m t
i ij j j j it

j

a u t u t a F v t u t b F v t

a u t u s ds a a F v t u s ds

a b F v t u s ds

τ τ

τ

σ

σ

= = =

− −
=

−
=


≤ − + + −



+ +


+ − 



∑ ∑ ∑

∑∫ ∫

∑ ∫
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利用(0.9)和(0.3)以及 2 22ab a b≤ + ，得 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1

1

21 2

1 1 1

2

1

2

1

2 2 2

2 2

2

i i

i

n m m

i i ij j i j ij j i j j
i j j

mt t
i i i ij j i j it t

j

m t
ij j i j j it

j

dV t
a u t a k u t v t b k u t v t

dt

a u t u s ds a k a v t u s ds

b k a v t u s ds

τ τ

τ

σ

σ

= = =

− −
=

−
=


≤ − + + −



+ +


+ − 



∑ ∑ ∑

∑∫ ∫

∑ ∫

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )( )

1 1

1

22 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2 2

1

22 2

1

2

i i

i

n m m

i i ij j i j ij j i j j
i j j

mt t
i i i ij j i i jt t

j

m t
ij j i i j jt

j

a u t a k u t v t b k u t v t

a u t u s ds a k a u s v t ds

b k a u s v t ds

τ τ

τ

σ

σ

= = =

− −
=

−
=


≤ − + + + + −



+ + + +


+ + − 



∑ ∑ ∑

∑∫ ∫

∑ ∫

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
1 1

1

22 2 2 2 2

1 1 1

1 12 2 2 2 2

1

1 22 2

1

= 2

.

i i

i

n m m

i i ij j i j ij j i j j
i j j

mt t
i i i i ij j i i j it t

j

m t
ij j i i j j it

j

a u t a k u t v t b k u t v t

a u t u s ds a k a v t u s ds

b k a v t u s ds

τ τ

τ

σ

τ τ

τ σ

= = =

− −
=

−
=


− + + + + −


+ + + +


+ − + 



∑ ∑ ∑

∑∫ ∫

∑ ∫

 

类似地， ( )2V t 沿着系统(0.10)求导，可得 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )( )
( ) ( )( )

1

1

1

2 12 2 2 2 2 2

1 1

1 1 22 2 2 2

1 1

12 2

1
.

i

i

i

n m t
ij j j j j i i i it

i j

m mt
ij i j i i i ij i j i j j jt

j j

m t
ij i j i i it

j

dV t
b k v t v t a u x d x u t

dt

a a k u x d x u t b a k v t v t

b a k u x dx u t

τ

τ

τ

σ τ

τ τ σ

τ

−
= =

−
= =

−
=


= − − + − +



+ − + + − −

+ − +

∑ ∑ ∫

∑ ∑∫

∑ ∫

 

同理可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

2 2

2

13 2 2 2 2 2

1 1 1

2 22 2 2 2 2

1

2 12 2

1

2

,

j j

j

m n n

j j ji i j i ji i j i i
j i i

nt t
j j j j ji i j j i jt t

i

n t
ji i j j i i jt

i

dV t
b v t c l v t u t d l v t u t

dt

b v t v s ds c l b u t v s ds

d l b u t v s ds

τ τ

τ

σ

τ τ

τ σ

= = =

− −
=

−
=

≤ − + + + + −

   + + + +   
   

 + − +  

∑ ∑ ∑

∑∫ ∫

∑ ∫

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )( )
( ) ( )

2

2

2

1 24 2 2 2 2 2

1 1

2 2 12 2 2 2

1 1

22 2

1
.

j

j

j

m n t
ji i i i i j j j jt

j i

n nt
ji j i j j j ji j i j i i it

i i
n t

ji j i j j jt
i

dV t
d l u t u t b v x d x v t

dt

c b l v x d x v t d b l u t u t

d b l v x dx v t

τ

τ

τ

σ τ

τ τ σ

τ

−
= =

−
= =

−
=

  = − − + − +   

 + − + + − − 
 

 + − + 
 

∑ ∑ ∫

∑ ∑∫

∑ ∫
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综合上面结果，并调用 (1.2)，推出 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1

2 1 2 2

1 1

1 12 2 2 2

1 1 1 1

2 1 1 1

2 1 1 1

n m

i i i ij ij j i i ji ji i j j i
i j

m n

j j j ij ij j i i ji ji i j j j
j i

n m n m

i i j j i j
i j i j

dV t
a a a b k a c d l b u t

dt

b b a b k a c d l b v t

p u t q v t B u t v t

τ τ τ

τ τ τ

= =

= =

= = = =

  ≤ − − − + + + + +   
  − − − + + + + +   

  
= − + ≤ − + 

 

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ .


 
 

 

对上式两边从 0 到 t 积分可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

1 1
0 .

n mt
i j

i j
V t B u s v s ds V

= =

 
+ + ≤ 

 
∑ ∑∫  

上式得知 ( )V t 有界，并且 

( ) ( )2 2
0

.i ju s v s ds
∞  + < ∞ ∫                               (1.3) 

由式(1.3)，可知 ( )iu t 和 ( )jv t 在 [ )0,∞ 有界，又由式(0.7)可知它们的导数在 [ )0,∞ 有界，所以 ( )iu t 和 ( )jv t
一致连续。由无穷积分的收敛性质推知 ( ) ( )lim 0, lim 0i jt t

u t v t
→∞ →∞

= = 。所以，系统(0.2)的解渐近接近。证毕。 
由定理 2 很容易导出下面结论： 
推论 1 若系统(0.1)的参数满足条件(1.1)和(1.2)，则系统(0.1)的任意解渐近接近其平衡解。 
定理 3 设系统(0.2)的参数满足条件(1.1)和 

( ) ( ){ }2 2

1 , 1
: min , 0,i ji n j m

C p q
≤ ≤ ≤ ≤

= >                          (1.4) 

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2 1 1 2 1

1

2 2 1 2 2

1

2 1 1 1 1 ,

2 1 1 1 1

1,2, , ; 1,2 ,

m

i i i i ij ij j i i ji ji i j j i i
j

n

j j j j ij ij j i i ji ji i j j j j
i

p a a a b k a c d l b a

q b b a b k a c d l b b

i n j m

τ τ τ τ

τ τ τ τ

=

=

  = − − + + + + + − +  

  = − − + + + + + − +  

= =

∑

∑ ，

 

 

并且有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )221 2
0

1 1
1 1 .

n m

i i i i j j j j
i j

a I s I b J s J dsτ τ
∞

= =
+ − + + − < ∞∑ ∑∫          (1.5) 

则系统(0.2)的解渐近接近系统(0.1)的平衡解。 
证明 由预备知识的注解 2，我们考虑系统(0.11)的解渐近接近 ( )0 0， 。为此，构造如下 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 ,V t V t V t V t V t= + + +  ( ) ( ) ( )( )( )1

2

1
1

,
i

n t
i i it

i
V t r t a r s ds

τ−
=

= −∑ ∫  

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 1

1 2

1 1

2 2 2
2

1 1

12 2

1 1

2 2

1
,

j i

i j

i i

n m t t t
ij j j i it t s

i j

m mt t t
ij i j i ij i j i jt s t

j j

m t t t t
ij i j i i it s t s

j

V t b k w s ds a r u du ds

a a k r u du ds b a k w s ds

b a k r u du ds a r u du ds

σ τ

τ σ

τ τ

τ

− −
= =

− −
= =

− −
=


= +



+ +


+ + 



∑ ∑ ∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫ ∫ ∫
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( ) ( ) ( )( )2

2

3
1

,
j

m t
j j jt

j
V t w t b w s ds

τ−
=

 = − 
 

∑ ∫  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2 2

1 2 2

2 2 2 2
4

1 1 1

2 2 2 2

1 1
.

i j j

i j j

m n nt t t t t
ji i i j j ji j i jt t s t s

j i i

n nt t t t t
ji j i j i ji j i j j jt t s t s

i i

V t c l r s ds b w u du ds c b l w u du ds

d b l r s ds d b l w u du ds b w u du ds

σ τ τ

σ τ τ
τ

− − −
= = =

− − −
= =

= + +


+ + + 


∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

类似定理 2 的证明， ( )V t 沿着系统(0.11)求导，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )221 22 2

1 1 1 1
1 1 .

n m n m

i j i i i i j j j j
i j i j

dV t
C r t w t a I t I b J t J

dt
τ τ

= = = =

 
≤ − + + + − + + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑  

上式两边从 0 到 t 积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )221 22 2
0 0

1 1 1 1
0 1 1 .

n m n mt t
i j i i i i j j j j

i j i j
V t C r s w s ds V a I s I b J s J dsτ τ

= = = =

   
+ + ≤ + + − + + −   

   
∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫  

由条件(1.5)可得 ( ) ( )2 2
0 i jr s w s ds
∞  + < ∞ ∫ 。余下的证明与定理 2 相同，最后可得 

( ) ( )lim 0, lim 0i jt t
r t w t

→∞ →∞
= = 。所以系统(0.2)的解渐近接近系统(0.1)的平衡解。证毕。 

由定理 3 易得： 
推论 2 若系统(0.2)的参数满足条件(1.1)、(1.4)和(1.5)，则系统(0.2)的解有界。 
4 例题 
假设系统(0.1)和(0.2)的参数满足， 

1 2 1 2=5, 10, 5, 8,a a b b= = =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2 1 1 2 20.01, 0.02, = =1 =2,τ τ τ τ σ σ σ σ= = = = =，  

1 0.25 1 0.25 0.2 2 0.2 2
( ) , ( ) , ( ) , ( ) .

0.3 2 0.3 2 0.1 1 0.3 1ij ij ji jia b c d
− −       

= = = =       − −       
 

取激活函数 ( ) ( )tanh , tanh , , 1,2j j j i i if y y g x x i j= = = ，外部输入 

1 2 1 21, 4, 6, 10;I I J J= = − = = −  ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2=1+ , 4 , 6 , 10 .t t t tI t e I t e J t e J t e− − − −= − + = + = − +  

易知 1, , 1,2i jl k i j= = = 。通过验证，所设参数满足定理 3，所以系统(0.2)的解渐近接近系统(0.1)的平

衡解，其状态如图 1 所示。应用 Matlab 计算得系统(0.1)的平衡点 ( )0.1153, 0.3498 Tx = − ， 
( )1.2092, 1.2443 Ty = − 。 

 
图 1  系统(0.2)的解渐近接近系统(0.1)的平衡解  
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5 结论 
在对各类神经网络进行研究时，大家有一个共

同关心的话题，那就是系统的稳定性.这是因为，在

神经网络的实践中，系统的稳定性涉及到诸如记忆

（存储）是否正确恢复，模式识别是否因为输入的

小扰动引起输出的大偏差，等等[7,10]。本文受文[5,7]
的启发，考虑了更一般的 BAM 神经网络的渐近性

态，并得到几个充分性判据。 
我们注意到，本文的判别准则严重依赖于系统

的泄漏滞后量。这带给我们另一个思考：是否可以

通过别的方法重新构建系统的渐近准则，使得新的

判别方法减轻对泄漏滞后量的依赖？这将是我们今

后的努力方向。 
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